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' 1. Razonamiento automatico en GeoGebra Discovery

 GeoGebra Discovery
https://kovzol.github.io/geogebra-discovery/

» Off-line GeoGebra 5 Discovery y GeoGebra 6 Discovery
https://github.com/kovzol/geogebra/releases

* On-line GeoGebra 6 Discovery
https://autgeo.online

 Automata Gedmetra

I https://autgeo.online/ag/automated-geometer.htmli?offline=1
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https://kovzol.github.io/geogebra-discovery/
https://kovzol.github.io/geogebra-discovery/
https://kovzol.github.io/geogebra-discovery/
https://github.com/kovzol/geogebra/releases
https://autgeo.online/
https://autgeo.online/ag/automated-geometer.html?offline=1
https://autgeo.online/ag/automated-geometer.html?offline=1
https://autgeo.online/ag/automated-geometer.html?offline=1

l « Hohenwarter, M., Kovacs, Z. y Recio, T. (2019). Determinando propiedades
geométricas simbdlicamente con GeoGebra. Numeros. Revista de Didactica
de las Matematicas. Volumen 100, mayo de 2019, pags. 79-84. Accesible en

https://drive.qgooqgle.com/file/d/1u MO7fJXcSFus5FgXulgkhji-WnNo6z1L2/view

» Botana, F., Kovacs, Z., Recio, T. y Vélez, M. P. (2020). Hacia un automata
gedmetra. La Gaceta de la Real Sociedad Matematica Espanola, Vol. 23,
Num. 2, pags. 343--371. Accesible
en http://gaceta.rsme.es/vernumero.php?id=114

 Recio, T., Van Vaerenbergh, S. y Vélez, M. P. (2020). Herramientas de
Razonamiento Automatico en GeoGebra: qué son y para qué sirven. Union,
Revista |Iberoamericana de Educacion Matematica. Ao XVI - Numero 59.
Agosto 2020, pags. 08-15. Accesible en
https://union.fespm.es/index.php/UNION/article/view/202

« Martinez-Zarzulo, A. y Recio, T. (2025). Herramientas de razonamiento
automatico en GeoGebra Discovery: Recursos para la ensefanzay el
I aprendizaje de las matematicas. Boletin Soc. Puig Adam. Oct. 2025
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A = (-2.08, -0.86)
B =(2.22, 0.66)
C=(1.1,4.149)
b= 5.93

a= 3.66

c =456

tl = 8.33

D = (-0.49, 1.64)
E = (1.66, 2.4)

f: -3.26x + 3.74y = 3
g: -0.98x - 2.71y = -
F=(0.07,-0.1)
h: 4.24x - 1.03y = 0.4
G=(041,131)

i =4.36
j=1.45
d = true

Valor Logico d: Demuestra(SonConcurrentes(f, g, h))

-

Demuestra




[ NON ) GeoGebra Classic 5

A - °  a=2 &)y =
¢ k' .V/.//V)(Vb.v ®V @vd‘vxv_._v e’v @ 3
~ Vista Algebraica ~ Vista Grafica
[[Eli =~ [ fo~] INEIE A4
® A =(-0.98,2.12) \
{® B = (1.86, 2.46)
® C=(0.44,2.29)
|® c(x- 0.44)% + (y - 2.29)% = 2.05
® D = (0.85, 3.66)
.. f: 1.54x - 1.83y = -5.38 D
‘'® g:1.2x + 1.01y = 4.73

11 = {true, {“Sonlguales[A,B]"}} \
‘ Lista I1: DemuestraDetalles(SonPerpendiculares(f, g)) . i
]
[
f

| DemuestraDetalles
! Entrada: Sy




RIXC 7, D 0,0, £ N = 4, i

» Vista Algebraica * = Vista Grafica 2 |
® A=(-2.08, -0.86) . A Cv
® B = (2.22, 0.66) / !
® C=(1.1,4.149)
® b=593 N Relacién
® a= 3.66
® c =456
® tl = 8.33 '
® D = (-0.49, 1.64) Lo que es generalmente cierto es
® E = (1.66,2.4) que: '
® f:-326x+ 3.74y =3
® g:-0.98x - 2.71y = - e Distancia(D,H)y o
® F=(0.07,-0.1) Distancia(H, E) son iguales
® h:4.24x - 1.03y = 0. bajo la condicién: I
® G =(0.41,1.31) :

| = 4.36 e AyBnoson iguales y

j=1.45 e Triangulo ABC

d = true no-degenerado
® k=228
® H=(0.59,2.02) D8 ~

Relacion

N



[ NCN ) GeoGebra Discovery 5 - ‘
A d o |a-2 (1
hd v /‘/{V A,v bv ®v ®V &V x i.‘_V ‘%.v @ {

ista Algebraica o ~ Vista Grafica

JExaria .- aArairy
(-1.8, 2.18)

(2.62, 2.1)

(2.17, 4.69)

Segmento [C, A]

Segmento [C, B]

= EcuacionLugar(f < 2g, C)

&

b

<

i

C

TEXXEKXK
PnQ A >
= ooy

C

ecl

r

EcuacionLugar

A )
v W

‘ Entrada:



‘

Halla el lugar geometrico de los puntos C tales que AC es el
doble de BC, donde A y B son dos puntos arbitrarios.

®  Ellugar geométrico de los puntos C tales que AC = 2BC, donde Ay B son puntos

fijos, es un circulo cuyo centro esta en un punto sobre el segmento AB y que pasa por

B.

https://chatgpt.com/share/44a3a945-a442-4e49-91d4-eb6497076242
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~» Vista Algebraica * = Vista Grafica

® A= (-2.08, -0.86) , Al Cv
® B=(2.22,0.66)
® C=(1.1,4.14)
® b=593
® a=3.66
® c =456
® tl = 8.33
® D =(-0.49, 1.64)
® E = (1.66, 2.4)
® f:-3.26x+ 3.74y =3
® g:-098x - 2.71y = -
® F=(0.07-0.1)
® h:424x - 1.03y = 0.«
® G =(041,1.31)
® i=436
® j=145
d = true

Relacion

Relacion

i no tiene la misma
longitud que j
(comprobado
numéricamente)

iy json paralelas
(comprobado
numéricamente)

OK

Mas...
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» Vista Algebraica * = Vista Grafica
A = (-2.08, -0.86) W e~ |a~v 4
B = (2.22, 0.66)

D = (-0.49, 1.64)

E = (1.66, 2.49)

f. -3.26x + 3.74y =3

g: -0.98x - 2.71y = -

F=(0.07, -0.1)

h: 4.24x - 1.03y = 0.«
® GC=(041,1.31)

0000 OOONOSSDS
)
Il
H
w
N

i=4.36 Relacién
j= 145
d = true
® k=228 Distancia(D, E) y Distancia(A, B) no son iguales

(comprobado numéricamente)

OK

Relacion
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ista Algebraica %« Vista Gréafica 2

(-2.08, -0.86) hICY !
(2.22, 0.66)

(1.1, 4.14) e

= 593

a= 3.66

c = 4,56

t1 = 8.33 o @ Relacién

D =(-0.49, 1.64) a

E = (1.66, 2.4)

2 _ b
;.. -302968’; +- ;;:; = 3 a + b y ¢ no son iguales

F=(0.07, -0.1) . (comprobado numéricamente)

h: 4.24x - 1.03y = 0.«
G =1(041,131)
i =436 C

nnog

oTN®>»

j =1.45 OK ’
d = true
k=228
H = (0.59, 2.02) I

Relacion
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Q i .Ac //’ ":/o >-:' ®-: Oo é“: X‘f :;30 '%’-: 0
» Vista Algebraica * = Vista Grafica X
® A= (-2.08, -0.86) | |®|a[Cv 1
® B =(2.22,0.66) 1
®C= (1'1’ 4‘14) C Relacion
® b=5.93
® a=3.66
® c=4.56
® tl = 8.33 Lp que es generalmente
D = (-0.49, 1.64) cierto es que:
E = (1.66, 2.4) ei=3.j
f: -3.26x + 3.74y = 3
g: -0.98x - 2.71y = - bajo la condicién: q
® F=(0.07,-0.1) B * la construccién no es
h: 4.24x - 1.03y = 0.« degenerada
® G=(041,1.31)
® i=436 S
®j=145 A F i yj son paralelas Mis. .
k = 2.28 (comprobado
H = (0.59, 2.02) numéricamente)
d = true

OK

Relacion
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,‘ v V|sta Algebraica

v V|sta Graflca

=

(REA PO, 4N =4

= g Lv | fx~ 3
W N — \TTy V. &)
B = (1.5, 0.22)

‘o
q.

". C=(-1.25,0.22)

:J. g=2.75

|® h=5.5

"® poligonol = 30.25
'io F = (1.5, 2.97)

® | =6.15

® m=6.15

® n=7.78

® G=(-2.17,2.05)

'® H=(-0.33,3.89)

® p=2.59

® q=2.59

® r=2.59

® textol = “Relacion(p,q)

A

Lo que es generalmente cierto es que:
°l=(3/4/10)-q
F bajo la condicién:

e |la construccion no es degenerac

OK

i Entrada:

Relacion
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Dado un cuadrilatero ABDE, sea C el punto medio de AB y F el punto
medio de BD. Sea G la interseccion de la diagonal AD con la recta EC
y sea H la interseccion de la misma diagonal con la recta EF. Halla la
relacion entre los segmentos EC y GH.

®  Dado un cuadrilitero ABDE con C el punto medio de AB, F el punto medio de BD, G la
interseccién de la diagonal AD con larecta EC, y H la interseccion de la misma diagonal AD

con larecta E'F', demostraremos que los segmentos EC' y GH guardan la relacion GH = %EC’

https://chatgpt.com/share/44a3a945-a442-4e49-91d4-eb6497076242

N



Question 520.

TutoreMe. — Dans tout iriangle, le produit des rapports de
chaque coté a la somme des deux autres, ne surpasse pas 3.

(E. Cesaro.)
Le théoréme revient & prouver I'inégalité

abe 1

(a+b)(b+c)(c+a)<§' x = ¢ = )

Or, la moyenne géométrique de deux nombres est plus petite
que leur moyenne arithmétique; ainsi :

v5<“;ﬂ VE<E§& Vas < 22°.

On conclut, de ces inégalités,

am<@+9w:a@+wm.

(E. FAUQUEMBERGUE.)

Autres solutions par MM. Torrés, éléve du Lycée de B'ordeaux,
Leinekugel, étudiant (Paris) et Cocheteux, éléve de I'Ecole des
Mines (Liége).




| NON | GeoGebra Discovery 5

A = ® a=2 { 2 | M
N IES R SO I FARNNEERE S o
» Vista Algebraica ~ Vista Grafica
® A=(-1.28,-038) [L]| [&]a[c~]
® B=(5.12,2.48)
® C=(-1.16,3.72)
® b=4.1
® a=64
® c=701
® tl=1295 C
a
3 4
b
>
A

Entrada:| Relacion((a+b)*(a+c)*(b+c), a*b*c) [ Re I aclion




. /:7 — b.v ®v ®v '{’v N = ‘%.v @ 2% |
» Vista Algebraica ~ Vista Gréfica
® A =(-1.28,-0.38) INEICIR =4 :
® B=(5.12,2.48) |
® C=(-1.16,3.72)

® b=4.1 |
®

®

®

a=64
c=7.01
tl =12.95 C ]

Relacion [

Lo que es generalmente cierto es que:
c((@a+b)@a+c)(b+c)=@8)-(abc)
bajo la condicion:

e |a construccidn no es degenerada

Relacion Ok




4actividad 2 kwait.ggb

AT P OO LN

v 5
~ Vista Algebraica X/~ Vista Gréfica ]| |
E ’T v ‘L‘lil & A [ C~ ® © @ Teoremas descubiertos con el punto G ‘
® A =(-0.94,0.48) E \ /,/ Puntos colineales: ADGH
® B = (4.56,0.48)
® f=55 Puntos conciclicos: CFGH
® C=(1.81,0.48)

o g = §;5 Lineas paralelas y perpendiculares:
o =5 H
® poligonol = 30.25 . * ABC L BDF
® F = (4.56,3.23) ‘ F ::EfHD"ECF L
® 1=6.15 >
o m=615 ' ) A/ « AF 1 BH 1 CEG
®n-=778 7 \ *BG 1 EFH 1L CD
® G =(0.89,2.31) ‘ |
® H=(2.73, 4.15) ! Segmentos congruentes:
® p=259 \ 4 AG = DH = GH
o = =

r=2. > =

textol = “Relacién(p,q) p= 7 e *BG = BH = EG = EH

11 = {true, {“Sonlguales(A,| 4 9 *CG=FH

12 = {true} / *CH = FG

texto3 = "Relacitin(4*g2, 7

V4 OK BN

Entrada:

4




Welcome to the Automated Geometer!

Using GeoGebra 5.0.495 .0 (offline).

Let us consider this initial input construction (only the visible points will be observed) :

B XS OO 4L N A oC Q=
9 C % : =¢
Select relations to check:
The following theorems can be proven:
1. GEAB 3.HEAF 5.HEBE 7. FEcABE 8. GEoACF 9. HEoAEG 10. GEoBCE 11. HEoBFG 12. HEoCEF

2.EEAC 4.FEBC 6. HECG

Finished, found 12 theorems among 280 possible statements.
Elapsed time: Oh Om 1s

Restart with a new or the same experiment
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| CN GeoGebra Discovery 5

R D] L QL O] 4] N2 ()

~ Vista Algebraica x| = Vista Grafica X
S Bl i L & a|C|

® A=(-1.96,0) G J h

® B = (3.06, 0.56)

® C=(0.32,3.54) _

® f=RectaAB '

® g =RectaCB

® h=RectaAC C

® i = Recta que pasa por B perpendiculara h

® j = Recta que pasa por C perpendicular a f

® k = Recta que pasa por A perpendicularag

D =(4.32, 3.72)

E = Interseccion de h, i

F = Interseccion de g, k

G = Interseccion def, j

¢ = Circunferencia que pasa por A, B, E
a = Demuestra(F € ¢)

f
Valor Légico a: Demuestra(F € c)

Demuestra

I Entrada:



| NN GeoGebra Discovery 5
( : oy
QI e * |ga=2 P
%rx/';,ﬂbvov@v‘{.vx—-—v‘%'v 5 o
~ Vista Algebraica X~ Vista Grafica X
I[Zli[E~ A~ [LTiTe&] »[c+]
'® A =(-1.96, 0) . j h
® B = (3.06, 0.56)
® C=(0.32,3.54) \
@ f:-0.56x + 5.02y = 1.1 :
® g:2.98x + 2.74y = 10.65
® h: -3.54x + 2.28y = 6.94 G
® i -2.28x - 3.54y = -8.96
® j: -5.02x - 0.56y = -3.59 . ‘\ F
® k:-2.74x + 2.98y = 5.37

4
D = (4.32, 3.72) "
E = (-0.23, 2.68)
F = (1.04, 2.76)
G = (0.68, 0.29)
¢ (x - 0.55)* + (y - 0.28)*> = 6.38 B
a = true

Valor Légico a: Demuestra(F € ¢)

| [Entrada Demuestra




[ JON ] GeoGebra Discovery 5

[5] = v &% 0y x=x= |2 @

~ Vista Algebraica » Calculo Simbélico (CAS) = ~ Vista Grafica
El[EFTAY] 1 | Sean A, B, C puntos arbitrarios. (W~[e~lamv]
® A =(-1.96,0)
® B = (3.06, 0.56) 2 | Seag:rectaCB.
® C=(0.32,3.54)
® f:-0.56x +5.02y = 3 | Seah:rectaAC.
® g:2.98x + 2.74y = 1
® h:-3.54x +2.28y = 4 | Seai: recta que pasa por B perpendicular a h.
® i:-2.28x - 3.54y = -
® j:-5.02x-0.56y = - 5 | Sea k: recta que pasa por A perpendicular a g.
® k:-2.74x + 2.98y =
D = (4.32,3.72) 6 Sea E: interseccion de h, i.
® E =(-0.23, 2.68)
® F =(1.04,2.76) 7 | SeaF: interseccién de g, k.
® G = (0.68,0.29)
. - 2 -
® c(x-0.55% +(y- 8 Sea c: circunferencia que pasa por A, B, E.
a = true
9 Demuestra que F € c.
10 | La proposicion es verdad bajo ciertas condiciones de no degeneracion (véase abajo).
11 | Demostremos esto por contradiccion.
12 | Denotemos el punto libre A como (v1,v2).
13 | Denotemos el punto libre B como (v3,v4).
14 | Denotemos el punto libre C como (v5,v6).
15 | El objeto i introduce las siguientes variables extra:

Entrada:

ShowProof




GeoGebra Discovery 5

= v )y x=x= 2

~ Vista Algebraica » Calculo Simbéolico (CAS) = [X| ~ Vista Grafica
El[E~f~] 13 | Denotemos el punto libre B como (v3,v4). L MEEASAHIN
® A=(-1.96,0)
® B = (3.06, 0.56) 14 | Denotemos el punto libre C como (v5,v6).
® C=(0.32,3.54)
® f: -0.56x + 5.02y = 15 | El objeto i introduce las siguientes variables extra:
® g:2.98x + 2.74y =1
® h:-3.54x+2.28y = 16 | v7: La coordenada x del punto secundo implicitamente introducido de la recta ortogonal a h por B
® i:-2.28x - 3.54y = -
® j:-5.02x-0.56y = - 17 | y8: La coordenada y del punto secundo implicitamente introducido de la recta ortogonal a h por B
® k:-2.74x + 2.98y =
D = (4.32,3.72) el:=-v8+v5+v4-v1=0
® E =(-0.23,2.68) 18
® F = (1.04, 2.76) — el: —vli4+vl4vh—vE=0
® G =(0.68,0.29)
® c:(x-0.55) + (y-! €2:=-v7-v6+Vv3+v2=0
a = true 19
- e2:v2+4+v3 —vb—v7i=10
20 | El objeto k introduce las siguientes variables extra:
21 | v9: La coordenada x del punto secundo implicitamente introducido de la recta ortogonal a g por A
22 | v10: La coordenada y del punto secundo implicitamente introducido de la recta ortogonal a g por A
e3:=-v10-v5+v3+v2=0
23
- el: —vi0+v24+v3—vE=0
e4:=-v9+v6-v4+v1=0
24
— ed: vl —vd4+v6 —v9 =10
Entrada:

ShowProof




[ XON ) GeoGebra Discovery 5

—~ 15 7 _ —~ B=JiN=4
E.-\/M(())EX-X flla & -
~ Vista Algebraica X/ » Calculo Simbélico (CAS) @ |X] + Vista Grafica X]
EliE~1AY] 25 | Teniendo en cuenta la definicién E = Interseca(h, i): LA R4 ICS SN

® A=(-1.96,0)

® B = (3.06, 0.56) 26 | Denotemos el punto dependiente E como (v11,v12).

® C=(0.32,3.54)

® f:-0.56x + 5.02y = e5:=-v11*v6+v12*v5+v11*v2-v5*v2-v12*v1+v6*v1=0

® g:298x+2.74y =1 27

® h:-3.54x + 2.28y = — eh: —vlvl2 4 vlivh+vIi1v2 —vi1vh +vi2v —v2v5=10

® i:-2.28x - 3.54y = -

® j:-5.02x - 0.56y = - €6:=v11*v8-v12*v7-v11*v4+v7*v4+v12*v3-v8*v3=0

® k:-2.74x +2.98y = 28

D = (4.32,3.72) — eb: —v11v4 4+ v11v8 4v12v3 —v12v7 —v3v8 +vdvi=10

® E =(-0.23, 2.68) . R
® F=(1.04,2.76) 29 | Teniendo en cuenta la definicién F = Interseca(g, k):
® G =(0.68,0.29)
® c:(x-0.55)2+ (y- 30 | Denotemos el punto dependiente F como (v13,v14).
a = true
e7:=v13*v6-v14*v5-v13*v4+v5*v4+v14*v3-v6*v3=0
31
- efl: —v13v4 4+ v13ve +vlidv3 —v14v5 —v3v6 +vadv5 =10
e8:=v13*v10-v14*v9-v13*v2+v9*v2+v14*v1-v10*v1=0
32

— ed: —vlivl0 4+ vlvld 4 v10vl3 —vi3v2 —vi4v9 4 v2v9 =10

33 | El objeto c introduce las siguientes variables extra:

34 | v15: x value of circle's center

35 | v16:y value of circle's center

€9:=2*V16*v4-v4A2+2*v15*v3-v3A2-2*v16*V2+V2A2-2*v15*v1+Vv1A2=0
36
- e9:v124v2? —v32 —va2 —2vIiv154+2v15v3 —2v16v2 +2v16vd =0

€10:=2*v16*v12-v12A2+2*v15*v11-v11A2-2*v16*v2+Vv2A2-2*v15*v1+v1A2=0
37
- el0:vl1? —v112 —v122 4 v22 —2v1v15+2vIi1vI5+2vI2v16 —2vi6v2 =0

38 | Tesis: F e ¢, en forma algebraica:

T1:=-2*v16*v14+Vv14A2-2*v15*v13+Vv13A2+2*v16*v2-v2A2+2*v15*v1-viA2=0

39
= T1: —v124v132 4 v14?2 —v22 4 2v1vl5 —2v13vl5 —2v14v16+ 2v16v2 =0

ShowProof

Entrada:

<1ana harra
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[ XN )
IEI = v 50y x= x= a4

~ Vista Algebraica X/ » Calculo Simbélico (CAS) = [X]
El[E~TEA 40 | Tesis por reduccién al absurdo (negacion de la proposicién):
® A=(-1.96,0)
® B = (3.06, 0.56) 41 | v17:varible muda para expresar negacion
® C=(0.32,3.54) s
® f:-0.56x + 5.02y = (T1*v17-1)=0
® g:298x+2.74y =1 4o
® h:-3.54x + 2.28y = = V17 (—v1® +v13% 4+ v14® —v22 4+ 2v1v15 — 2v13v15 —2v14v16 + 2vI6v2) —1=10
® i:-2.28x - 3.54y = -
® j: -5.02x - 0.56y = - e11:=-1-2*v17*v16*v14+v17*v14A2-2*v17*V15*v13+v17*v13A2+2*v1 7*V16*v2-v17*v2A2+ 2*v17*v15*v1-v
® k: -2.74x + 2.98y = 43

D = (4.32, 3.72) - ell: —v17v2? — v1?v17 +v132 v17 4+ v142 v17 4+ 2v1 v15 v17 — 2 v13 v15 v17 — 2 v14 v16 vl
® E =(-0.23, 2.68)
: 2==((::)..%48,, %'.72%)) 44 | Sin pérdida de generalidad podemos fijar algunas coordenadas:

. - 2 -

® c(x-055"+(y-! v1=0,v2=0,v3=0,v4=1}

a = true 45

- {vl=0,v2=0,v3=0,v4 =1}

46 | La proposicidn es cierta bajo ciertas condiciones de no degeneracidn (que no pueden expresarse en términos

endg:-1+v18*v6*v5=0
— endg: vligvbve —1=0

47

48 | After substitutions:

sndg:-1+v18*v6*v5=0
— sndg: vigvbvh —1=0

49

50 | The statement requires some conditions:

51 | * AyBno soniguales

52 | Todas las hipétesis, y la negacidn de la tesis, tras las sustituciones:

s1:1-v8+v5=0
- sl:vb—vB4+1=0

N ShowProof

— 8§2: —vb—vi=10

53




52 | Todas las hipétesis, y la negacion de la tesis, tras las sustituciones:
s1:1-v8+v5=0
53
- sl:vb—vB4+1=0
s2:-v7-v6=0
54
— §2: —vb—v7i =10
s3:-v10-v5=0
55
— §3: —v10 —v5 =10
s4:-1-v9+v6=0
56
- sd:vb—v0—-1=0
s5:-v11*v6+v12*v5=0
57
— s5: —vllvb+vi2v5 =0
s6:-v11+v11*v8+v7-v12*v7=0
58
— sb:vllv8 —vl12v7 —v11+vi=10
s7:-v13+v13*v6+v5-v14*v5=0
59
— sT:vl3ve—vl4vh —v13 +vH =0
s8:v13*v10-v14*v9=0
60
— s8:vl0vl3 —v14v9 =10
$s9:-1+2*v16=0
61
- §9:2vl6—-1=0
§10:2*v16*v12-v12A2+2*v15*v11-v11A2=0
62
- s10: —v112 —v122 4 2v11v15+4 2vI2v1i6 =0
s11:-1-2*v17*v16*v14+v17*v14A2-2*v17*v15*v13+v17*v13A2=0v5 -v8 + 1 =0
63

- §11:v132v17 +v142v17 —2v13v15v17 —2v14vi6vl7 —1 =0

ShowProof




$10:2*v16*v12-v12A2+2*v15*v11-v11A2=0

2. s10 : —v11® —v12® + 2v11vl542v12v16 =0
s11:-1-2*v17*v16*v14+v17*v14A2-2*v17*v15*v13+v17*v13A2=0v5-v8 + 1 =0

o3 — s11: v13’v17 +v14’ v17 — 2v13 v15v17 —2v14v16v17 —1 =10

64 | Consideremos ahora la siguiente ecuacion:

65 | S1*(-v17*v18*v11*v12*v13*v5A2+v17*v18*v11A2*v14*v5A2-v17*v18*v11*v12*v13*v6A2+Vv17*v18*v11A2*V]
- 1=0

66 | Contradiccion! Lo que prueba la proposicion original.

67 | La proposicion tiene dificultad de grado 7.

ShowProof




2. Conexion con las competencias y los sentidos
matematicos

Real Decreto 217/2022, de 29 de marzo, por el que se establece la
ordenacion y las ensefianzas minimas de la Educacion Secundaria
Obligatoria.

Ministerio de Educacion y Formacion Profesional
«BOE» num. 76, de 30 de marzo de 2022
Referencia: BOE-A-2022-4975

Real Decreto 243/2022, de 5 de abril, por el que se establecen la
ordenacion y las ensefianzas minimas del Bachillerato.

Ministerio de Educacion y Formacién Profesional
«BOE» nuim. 82, de 06 de abril de 2022
Referencia: BOE-A-2022-5521

-\
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' SENTIDOS MATEMATICOS
P et S|

‘

SENTIDO DESCRIPCION RESUMIDA PALABRAS CLAVE
Comprension y uso de numeros y operaciones en : : .
.. L : . : magnitud, estimacion,
Numeérico distintos contextos, interpretacion de relaciones : :
L proporcionalidad
numeéricas.
Medida Cuantificar magnitudes, estimar, comparar y aplicar estimar, comparar,
unidades, conectar con la realidad fisica. precision
Espacial Razonar sobre formas, posiciones y movimientos; forma, transformacion,
visualizacion y relacion entre objetos. visualizacion
: Generalizar, modelizar, reconocer patrones, usar estructura, variable,
Algebraico S
lenguaje simbalico. modelo
: : : robabilidad,
- Razonar con datos e incertidumbre, interpretar P .
Estocastico . ., .. representacion,
informacion y tomar decisiones. .  ,
interpretacion
: : Actitudes hacia las matematicas: perseverancia, motivacion, reflexion,
Socioafectivo . ) . N
curiosidad, confianza y colaboracion. comunicacion

N

4



@ PROCESOS / PRACTICAS

Representar, manipular e interpretar objetos o relaciones de

Visualizacion g fos
forma grafica o geométrica.

Traducir situaciones reales o geomeétricas a

Modelizacion representaciones matematicas (algebraicas, graficas o
simbdlicas).
i Formular hipotesis a partir de observaciones o
Conjetura

regularidades.

Prueba / Argumentacién Razonar deductivamente para justificar conjeturas.

Automatizar procesos de calculo o exploracion sistematica,

Computacion / Algoritmos ) :
pensamiento computacional.

Explicar, representar y compartir razonamientos o

Comunicacion
resultados.




GeoGebrg Discovery

SENTIDOS PROCESOS /
MATEMATICOS - ' . Rm ' I h- PRACTICAS




SENTIDOS MATEMATICOS el D memmll I

PROCESOS / PRACTICAS

SENTIDOS TIPOS DE PENSAMIENTOS PROCESOS
MATEMATICOS QUE PROMUEVEN ASOCIADOS
Pasar de datos concretos a estructuras .,
.. : Modelizacion y
Numeérico abstractas y explorar relaciones .
. Computacién
proporcionales.
Medida Representar magnitudes y transformaciones, Modelizacion y
estimar y ajustar modelos. Visualizacion
Espacial Razonar sobre invariantes, transformaciones| Visualizacion, Conjetura y
P y relaciones geomeétricas. Prueba
: Generalizar patrones, justificar relaciones y | Modelizacion, Conjetura,
Algebraico . .
automatizar procesos. Prueba y Computacién
R Interpretar informacion, expresar Modelizacion y
Estocastico : . : ..
incertidumbre y argumentar con datos. Comunicacioén
Socioafectivo Expresar ideas y mantener la curiosidad. |[Comunicacion y Conjetura

N




' SENTIDOS MATEMATICOS =l Dmmmmll I PROCESOS/PRACTICAS

GeoGebrg Discovery
QUE PROCESOS ACTIVA

QUE SENTIDOS
POTENCIA Exploracion automatizada,
generacion de conjeturas.

Descubrir

Espacial, Algebraico

Modelizacion geométrica de
relaciones algebraicas.

EcuaciénLugar

Medida, Espacial,
Algebraico

Deteccién automatica de
dependencias simbdlicas.

Numérico, Algebraico

Formalizacion de la
argumentacion,
comprobacion.

Visualizaciéon paso a paso del

razonamiento matematico

Demuestra

Algebraico, Espacial DemuestraDetalles

ShowProof
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Socioafectivo

formal.
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I. COMUNIDAD DE MADRID

C) Otras Disposiciones

Consejeria de Educacion, Ciencia y Universidades

38 EXTRACTO de la Orden 317612024, de 10 de julio, del Consejero de Educacion,
Ciencia y Universidades, por la que se aprueba la convocatoria del ano 2024 de
ayudas a proyectos de I+D realizados en colaboracion entre grupos de investi-
gacion pertenecientes a las universidades y organismos de investigacion de la
Comunidad de Madrid, en la modalidad de programas de actividades de [+D en
procesos humanos y sociales.

Inteligencia aumentada en educacion matematica mediante
modelizacion, razonamiento automatico e inteligencia artificial
|IAXEM-CM/PHS-2024/PH-HUM-383

e Comunidad

el de Madrid

Unico proyecto de matematicas y educacion
concedido en esta convocatoria




‘

Analizar el potencial educativo del uso en el
aula de herramientas tecnologicas en
combinacion con GeoGebra Discovery, de
modelizacidon matematica, visualizacion,
razonamiento automatico e inteligencia
artificial en el proceso de ensenanzay
aprendizaje de las matematicas y en las
actitudes de los estudiantes hacia la materia.




OeJETIVO 1. Disenar propuestas educativas matematicas para ser aplicadas en el aula basadas I
en el uso de herramientas tecnoldgicas de modelizacion matematica, visualizacion,
razonamiento automatico e inteligencia artificial, y en la interaccion entre ellas para la
ensefanza y el aprendizaje de las matematicas de forma contextualizada e inclusiva.

OeJETIVO 2. Configurar un modelo de evaluacién que incluya el diseno y validacion de
instrumentos de recogida de datos que permita analizar el potencial educativo de las
propuestas de innovacion disefadas relativas al proceso de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas y en las actitudes de los estudiantes hacia la materia.

OeJETIVO 3. Poner en practica y evaluar las propuestas educativas disefiadas en centros
educativos, centros especializados y Facultades de Educacion de la Comunidad de
Madrid, dirigidas a estudiantes de Educacion Primaria y Secundaria, y a la Formacion
de Profesorado tanto en formacion inicial como en activo.

OeJETIVO 4. Formular recomendaciones y difundir propuestas de formacion en distintos
niveles y actores de la comunidad educativa sobre el uso en el aula de matematicas de

. las herramientas tecnoldgicas consideradas.




3. Propuestas para el aula

KA LT O, O 4 N2 4]

|+ Vista Algebraica

X

v Vista Grafica

l

f[C~

|® A=(-2.36,1.61)

® B =(3.44,1.61)

® C=(-0.95,3.17)

® D =(-0.45,3.17)

® f=RectaCD

® g = Recta que pasa por C perpendicular a f

® c = Circunferencia que pasa por D con centro C
® E = Interseccion dec, g

® h = Recta que pasa por D perpendicular a f

@® d = Circunferencia que pasa por E con centro D
® F = Interseccion ded, h

® i = Segmento [C, D]

® j = Segmento [D, F]

[ IO J Relacién

Lo que es generalmente cierto
es que:

oi=(1/2-v2) -]
bajo la condicién:

e la construccién no es
degenerada

iy json perpendiculares
(comprobado numéricamente)

OK

Entrada:







[ NON ) Soledad.ggb

R AL L P O, ) N )

v

' » Vista Algebraica x|+ Vista Grafica X
A = (-3.04, -5.84) B~~~ |r~ ||

B = (13.2,-5.8)

C = (5.28, -2.28)

D = (6.78, -0.54)

E = (8.9, -2.34)

f: -1.5x - 1.74y = -6.
g:-2.12x + 1.8y = -1
F = (7.09, -2.32)
c(x-7.09%+(y+2
d: (x - 5.28)% + (y + 2

Entrada:

= rarfifica =l B




Rl oA A L DO, O] 4 N ) © .

~ Vista Algebraica X| = Vista Grafica X
= =1 [ & a[Cy

A = (-3.04, -5.84)

B = (13.2, -5.8)

C = (5.28,-2.28)

D = (6.78, -0.54)

E = (8.9, -2.34)

f = Mediatriz de CD

g = Mediatriz de DE

F = Interseccion de f, g

c = Circunferencia que pasa por C con centro F
d = Circunferencia que pasa por E con centro C
h = Segmento [C, F]

i = Segmento [C, E]

r

szl Mol |

@ @ Relacion

Lo que es generalmente cierto es que:
ch>(1/2)-i

bajo la condicion:

¢ la construccion no es degenerada

LR

OK

* Entrada:

e
v
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&) (o8] L L (D (O] D) ) [N (=2 [#]

» Vista Algebraica = X/ ~ Vista Grafica

A = (2.58,0.03) L & aCv
B = (8.38,0.03) ‘
C=(4.3,1.53)

D = (4.33, 2.85)
f=132

g: -0.02x - 1.32y = -
c(x-433)2%+(y-2
E = (5.65, 2.83)

h: 1.32x - 0.02y = 7.«
i -0.02x - 1.32y = -
F = (4.99, 2.84)

G = (5.63, 1.51)

H = (5.32, 2.83)
d:(x-5.32)%2+(y-2
| =(6.68, 2.81)
j=235

 Z—

9 Lo que es generalmente cierto

es que:

of = (1/2-(V17-3)) -jof
= ((1/2-(V17+3)) - j

bajo la condicion:

¢ |a construccién no es

f yj son perpendiculares
(comprobado numéricamente)

OK

Entrada:

Mas...

a“




GeoGebra Classic 5

K

AT P OO, L N

» Algebra X| ~ Graphics

A=

B = (5.5, -5.74)

H=
G=

Input:

C=(-2.86,2.12)

D = (-2.89, 4.88)

f=LineD,C

g = Line through D perpendicular to f

c = Circle through C with center D
F = Intersection point of ¢, g

E = Intersection pointof c, g g
d = Circle through C with center F

h = Segment D, H
i = Segment D, C

(-4.08, -5.74) L B=a

Intersection pointof d, g
Intersection pointof d, g

Relation

h and i are perpendicular
(checked numerically)

It is generally true that:
eh = ((+2-1)-iorh = ((+2+1)-i
under the condition:

More...

e the construction is not degenerate

OK

A

L

==t




| | NN ) 1300x699

LR ] D[ XL (OO <) (N [22] )]

t » Algebra X+ Graphics
'® A= (-1.46,0.58) .-
® B =(-0.42, -0.76)
Io f=17
® polyl = 32.21
® s:-1.68x-0.23y = -
s® t-1.57x + 0.64y = -
3j® M = (1.56, 1.85)
g. a=3.28
2
: It is generally true that:
1 ea=(-1/2-v/2+1/2-/6) - fora =
3 (1/2-v/2+1/2-V/6) - f
2
1 under the condition:
| e the construction is not degenerate
2
2
§
B oK
6
c
B
i

= = |

i
Input:

a
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AN

R, 1A X OO 14 N

~ Algebra X » Graphics X
=1~ | fov m~ N
® A=(-1.16,1.92) f
® B=(4.14,1.42) I.\
® c = Circle through B with center A J
® d = Circle through A with center B
® C = Intersection of cand d
® D = Midpointof C, A i
® e = Circle through D with center C D / XK ) Relation
@® E = Intersection of c and e ] |
® f =SegmentC, E
® g = Segment B, C It is generally true that:
® polyl = Polygon(B, C, 6) |
® J = Midpoint of C, B en=(-1/4-/3+1/4-/15))-porn =
® m = Perpendicular Bisector of CB ((1/4-v/3+1/4-/15)) - p
® L = Intersection point of ¢, m ' under the condition:
® K = Intersection point of c, m
® n = SegmentB, E e the construction is not degenerate
® p = SegmentA, B B
| OK
|
. : P ——————
0.5 1 118 2 2.5 3 3S 4 4.5 5 5.8 B. B.5S. T

Input:

“




16149 GH - 8 77%.

I i .
X v GeoGebra Classic < 0 .

autgeo.online
p) =

h i —
(o]

f

\ f
O  A=(241,-329) =
O  B=(313 -3.29) :
@ jia
@ C-(185-333) 5
@ D-(112 -333) 5

I @) <

-

16178 © G » 69 . 76% @

I i .
X v GeoGebra Classic < 0 :

autgeo.online

p) =

Relation

g and j are perpendicular

(checked numerically) Mote ;\?/
It is generally true that: —
under the condition: =
e the construction is not degenerate
s
® j = Segment(H, D) :
— 4.19
Relation(g, j) :
-5 ® 5
+ Input...

I @) <




©al77%m

69,1 93%m 1418 P B P

11:47 P

o o autgeo.online O

¢ r® SCcQ=

N

N = . o~

Move Point Segment Line

P ©)

Polygon Circle with
Center

Edit
AA * Y ]

Select Objects Show / Hide  Show / Hide Delete
Label Object

Construct ° : ’ e : _N
® Intersect(c, f) -

e X
. S e

Algebra

11 @] < Il

g
[

%\

Tools
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o @ Relacién

1A LA S ) (OO 4] N 2, [ o

¥ Vista Algebraica X/~ Vista Grafica Pa
=iz~ [ fev | & P | B

A = (-3.46, -0.51) Lo que es generalmente

B = (8.88, -0.71) cierto es que:
® C=(-3.4,4.96)
® D = (1.42,4.92) oh =((1/8-(~/65-
'® f=RectaCD 1))-ioh=(1/8
® g = Recta que pasa por C perpendicular a f (+/65+1)) - i
®c= Circunfer_e’ncia que pasa por D con centro C D bajo la condicién:
® E = Interseccion dec, g T
® F = Punto mediode C, E * |a construccion
® G = Punto mediodeC, F no es degenerada
® H = Punto mediode C, G
® d = Circunferencia que pasa por D con centro H
® h = Segmento [C, D] )
@ | = Interseccion de d, g hiyison Mis. ..
® i = Segmento [C, I] perpendiculares ¢

(comprobado
numéricamente)
- - r
Asociacion oK
Educacion Matemati
8 ’
e Miguel de Guzman
Entrada: c

T 171 Trasladando mensajes Ms. caiuin sn...  Entrada - wrec... romas Recio muniz Re: [compurters] (IF 2.0, CItes... 7]9]Z% =




[ NON ) elipse tres puntos.ggb

A d o a=2 &) =
b v//vA/v D.v @v @v 4‘?7& +v Q’v ® 2=
~ Algebra X!~ Graphics X
[Eli[E~ ] fA~] LT ] a[c~]
® A=(-2.42,1.42)
® B =(3.38,1.42)
® C=(-1.74,2.93)
® D =(2.27,2.94)
® f=LineC,D
® g = Perpendicular Bisector of CD
® E = Pointong
® F = Intersection of fand g
® E'=E mirrored atF
® h =SegmentF,D
® c = Circle with center E and radius h
® G = Intersection of cand f
® L = Intersection pointofc, f

K = Intersection point of ¢, f

d = Ellipse with foci G, L passing through E
M = (-1.01, 3.48)

i = Segment G, M

j=SegmentM, L

k = Segment C,D

ecl = LocusEquation(i + j £ k, M)

Input:

N
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R A T PO O, 4N 2 4

' » Vista Algebraica X| = Vista Grafica
A|C~

9

|® A=(-1.78, 1.12)

® B =(2.5,1.14)

® f:-0.02x + 4.28y = 4
'® g:-4.28x - 0.02y = 7
1@ C=(-1.79, 3.4)

'® h=4.28

-® i=2.28

® j=4.85

1
1
| f

L

I * Entrada:

@ Relacion

Lo que es generalmente cierto es que:

« (i2 h?) < ((1/4) - ()P
bajo la condicién:

* la construcciéon no es degenerada

OK

ak

4
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-y E-FABV ./.V ’F’j’;‘fv j:>.V ®V ©V .d;‘v x i:EV ‘%.V | 'J ;‘

» Vista Algebraica X = Vista Grafica X
® A=(-1.78,1.12) L S| A |Cr

® B =(2.5,1.149) g

® f:-0.02x + 4.28y = 4

® g:-4.28x - 0.02y = 7

® C=(-1.79,3.4)

® h=4.28

®i=228

® j=4.85

Lo que es generalmente cierto es que:

oG h) < (1/2) - ()® g
bajo la condicién:

e |a construccion no es degenerada -

OK

ik

' Entrada: @
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AL L D OO () N (2] | )

x| *

<

ista Algebraica x| = Vista Grafica

A =(-1.78,1.12) | Bl RArsanry
B = (2.5, 1.14) g
f: -0.02x + 4.28y = 4.83

g: -4.28x - 0.02y = 7.6
C=(-1.79, 3.4)

h =428

i=2.28

j=4.85

® ecl:3125x* + 22250x3 + 6250x*"

Curva implicita ec1: Ecuacic:’)nLug;\r(i2 h221/4j%0C)

ecl

Entrada:

ap
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R, A PO, 4 N

» Vista Algebraica X

~ Vista Grafica

x| *

® A=(-1.78,1.12)

® B=(2.5,1.14)
® f:-0.02x + 4.28y = 4.83
® g:-4.28x-0.02y = 7.6
® C=(-1.79,34)
® h=4.28
®i=228

® j=4385

® ecl:3125x* + 22250x3 + 6250x?*"

Entrada:

ecl

Ak

— Tem—
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IR]L T D D@L ) N (22 4

h ~ Vista Algebraica

= [X]

~ Vista Graflca

:h‘_‘ L'Hf'

[

h &

A = (-2.36, 4.86)
B = (1.82, 4.86)
f = Segmento [A, B]
C=(-1.3,-0.6)
c = Circunferencia con centro Cy radio f
D = Punto sobre c
g = Segmento [C, D]
d = Circunferencia con centro D y radio f
® E = Punto sobred
d®@ h = Segmento [D, E]
e = Circunferencia con centro E y radio f
® G = Punto de interseccion de e, c
F = Punto de interseccion de e, ¢
% i = Segmento [E, G]

;
L N ....

o O

® j = Segmento [G, C]

L=n

® H = Punto mediodeG, E
} lugarl = LugarGeométrico(H, E)

Entrada

4k




cuadrilatero articulado.ggb

)

-

V|sta Algebralca =F

- o

(-2. 36 4.86)
(1.82, 4.86)

Segmento [A, B]

(-1.3, -0.6)

Circunferencia con centro C y radio f
Punto sobre c

Segmento [C, D]

Circunferencia con centro D y radio f
Punto sobre d

Segmento [D, E]

Circunferencia con centro E y radio f
Punto de interseccion de e, c

Punto de interseccion de e, ¢
Segmento [E, G]

Segmento [G, C]

H = Punto medio de G, E

lugarl = LugarGeométrico(H, E)

onNThwp» |

h--nmrn >SmoaQ

\Entrada:

X

Rl DA PO O LN

~ Vista Grafica
- - . | AL W !ﬁ

@




e 0 @ 00 (1w e

© &6 06 O O o O o o

°
8

U

d = Circunferencia con centro D y radio
E = Punto sobre d

h = Segmento [D, E]
— 4.18

e = Circunferencia con centro E y radio f
F = Intersecciébn de c, e

i = Segmento [F, E]
— 4.18

j = Segmento [F, C]
— 4.18

G = Punto medio de F, E
a = EcuacionLugar(G, E)

H = Punto mediode F, E

k = Circunferencia que pasa por H con centro D

| = Segmento [H, D]
— 5.66

| = Punto medio de C, D
m = Segmento [H, I]
— 4.18

p = Circunferencia con centro | y radio f

b = Demuestra(H € p)

— true

Entrada...

VoS Ny x=x= A &
k-

=N

0

autgeo.online

l GeoGebra Clasico

Sean A, B, C puntos arbitrarios.

Sea f: Segmento [A, B].

Sea c: circunferencia con centro C y radio f.

Sea D: punto sobre c.

Sea d: circunferencia con centro D y radio f.

Sea E: punto sobre d.

Sea e: circunferencia con centro E y radio f.
Sea F: interseccién de ¢, e.

Sea H: punto medio de F, E.

Sea |: punto medio de C, D.

Sea p: circunferencia con centro | y radio f.

Demuestra que H € p.

La proposicion es parcialmente verdad,
parcialmente falsa.

e

LRI N

-

D)
AaACS

Q

*

o (o (>

ra
H
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A | N\ [a=2 o)ie
%v b v / j\/v bv ®v @v &v Xv - Q.v @ 2k
» Vista Algebraica ~ Vista Grafica
® A =(-2.58,1.84) '~ v [anv | [ o]
® B = (1.44, 2.16)
® C=(-0.42,4.44)
® f=3.38
® g=294 c
f
g
4

. _Entrada:| EcuacionLugar(f==3%g, 0) w o |
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A ]‘.l a L] a=2 -
%v.v/v”ﬁb.v®v©vd:vxv+v‘$.v e
'~ Vista Algebraica X~ Vista Grafica X
=|i[A~ [ fv] L v [a~ |i[ ]
® A =(-2.58, 1.84)
|® B =(1.44,2.16)
'® C=(-0.42,4.44)
'@ f =Segmento [C, A]
.® g = Segmento [C, B]
' ® ecl = EcuacionLugar(f < 3g, C)

ik

l Entrada:
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Rl A2 PO O 4 N ° o

~ Vista Algebraica o ~ Vista Grafica
[E)i[E~ [fer] [~ ] v [anv Ji[ o]

® A=(-1,0) 6]
® B=(3,0)

® C=(-042,4.44)
'@ f=4.48
.® g=5.6
® ecl: xX*-7x+y*=-10

€

ik

. Entrada:
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NI :>®@<s;&“

vVlstaAIgebralca X vVlstaGraflca X
SIHIER AN A [ v [anw |i[ o

® A=(-1,0) 6

® B=(2,0)

® C = (-0.42, 4.44)

® f=448

.g=506

® ecl: 8x —38x+8y = -35

® ec2:x*-6x+y*=-5

4 ) 2

-4

Ak

Entrada:




00 GeoGebra Discovery 5

% .A ./v ”‘1"’;7 L'\v ®v ®v ‘ﬁv & E:Ev ‘::Hv | 'J ‘;:‘

v

~ Vista Algebraica = [X| ~ Vista Grafica X
= I ﬁ - . v
(_1! 0) 6
2,0)

(-0.42, 4.44)

Segmento [C, A]

Segmento [C, B]

cl = EcuacionLugar(f z 3g, C)

ec2 = EcuacionLugar(f < 2g, C)

- AL w

i,

Q"N w»

N N N N N N
[(]

-4 |

a

Entrada:
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A . o * |a=2 c
%v.v/"ﬂbv@v@vé‘vxﬂ_v‘%.v Tx
~ Vista Algebraica X+ Vista Grafica x|
? |- Jﬁ"\ ‘.v - Av‘T
® A=(-20) 6
® B=(3,0)
® C=(-0.42,4.44)
® f=471
® g=5.6
ecl: 8x* - 58x + 8y? = -77
ec2: 3x* - 28x + 3y* = -32
® ec3:3x* - 20x + 3y?* = -28
® D=(3.34,0)
® E=(4.67,0)
® h=1.33
-4 -3 9

-3

Entrada:

ak
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%' .Av "/.; "j'-f;/ b.v ®v Ov &v & i:Ev ‘$’v I Iﬁ
~ Vista Algebraica X!~ Vista Grafica
EiEaa [L1s+c

l o (_2! 0) 6
1@ (3,0

e -0.42, 4.44)
.71

Q *"AwP»
H o~

bl
o

2 2 -77

ec2: 3x* - 28x + 3y? = -32

® ec3:3x* - 20x + 3y? = -28
® D=(3.34,0)

|® E=(4.67,0)

®

=

o
[g]
=
o
x

I
w1
o
x
+
0

<

h=1.33
c:(x-3.34)> + y* = 1.76

e S D

-2

;lmr?::'run._a_— o e— 1

Ak

Entrada: c: Circunferencia(D, E)
— N " ious il T | |
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